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Onsoz

Istanbul Bilgi Universitesi’nin Matematik Boliimii'nde, icerigi agag yukar: bu
kitap olan bir ders dérdiincii donem lisans 6grencilerine verilmektedir. Bunun
i¢in de ilk ii¢ donem agag1 yukari ilk ii¢ cildin igerigi okutulmaktadir. Ogrenciler
zorlaniyorlar elbet, lise egitimleri gozoniine alinca konu fazlaca soyut geliyor.
Ama sebat edip caliganlar gercek birer matematik¢i olarak mezun oluyorlar.
Bu kitabin iceriginin matematik boliimlerinin en gec¢ ticlincii sinifinda okutu-
labilecegini, hatta okutulmasi gerektigini diigliniiyorum.

Aligtirmalar ve ornekler fazla yer kaplamasin, bu yilizden kitabin fiyati
artmasin diye kii¢iik puntoyla yazdim. Ama bundan alistirma ve 6rneklerin
6nemsiz olduklar1 anlami cikmamali. Ozellikle 6rnekleri metinde bol bol kul-
landim.

Ultrametrigi ve p-sel sayilar1 metin boyunca saga sola ve 6zellikle boliim
sonlarina serpistirdim. Boylece okur hem somut olarak hesap yapabilecegi bir
ornek gormiig olacak hem de matematigin en ilging yapilarindan biriyle hagir
nesir olacak. Dogrusu icimden bu konuya daha fazla egilmek gecti ama kendimi
tuttum.

Bu arada Boliim 0'in 6nemsiz olmadigini, okunmasi ya da bilinmesi ge-
rektigini {istiine basa basa soyleyelim.

Selcuk Demir, Ugur Dogan, Zafer Ercan ve Yusuf Unli'niin kitaba cok
onemli katkilar1 olmustur. Ugur Dogan, Zafer Ercan ve Ali Toriin kitabi satir
satir okuyarak sayfalar dolusu hata buldular, cok degerli diizeltmeler ve iyiles-
tirmeler yaptilar. Asistanlarim Ashi Can Korkmaz ve Cigdem Sahin Quark’ta
yazilmig metni sabahlara kadar calisarak I&TEX’e aktardilar ve bana biiyiik
kolaylik sagladilar. Sonat Stier WTEX konusunda ¢ok yardimeci oldu. Katkisi
olan herkese ve sabirda Eylip Sultant da asan egim Ozlem Beyarslan’a teker
teker ve tekrar tekrar tesekkiirlerimi sunarim.

Hatalari, eksikleri, fazlaliklari, ifade bozukluklarini, zor anlasilan yerleri ve
her tiirlii 6nerinizi anesin@bilgi.edu.tr adresine yollarsaniz cok makbule geger,
gelecek basimlarda diizeltirim.

Ali Nesin, 18 Kasim 2011



0. R (")rnegi

Bu boliimde, bir f : R — R fonksiyonunun stirekliliginin tamimindan € ve 9
sayilarini atip yerlerine kiimeler kuramini andiran tanimlar verecegiz. Boylece
analiz konusu gercel sayilardan soyutlanip, adina topoloji denilen ¢ok daha ge-
nel bir konu haline gelecek. Yani bu boliimde topoloji kavraminin nereden kay-
naklandigini gostermeye calisacagiz. Topoloji konusuna gercek anlamda Bolim
1’de girecegiz ve kitap esas olarak o zaman baglayacak.

0.1 Bir Noktada Siireklilik ve Komguluk

0.1.1 Tartigma

Bir fonksiyonun bir noktada stirekliliginin tanimin1 animsatmakla baglayalim.
Basitlestirmek igin, simdilik, R’nin herhangi bir X altkiimesinden R’ye giden
bir fonksiyonla degil de R’den R’ye giden bir fonksiyonla caligsalim, her sey
daha kolay olacak.

a € Rve f:R— R olsun. a’da siirekliligin tanimi goyledir [N5]:

A. Her € > 0 i¢in dyle bir § > 0 var ki, her x € R i¢in,
lx —a| <d=|f(x) — fla)] <e.

Bu tanimi degistire degistire bir bagka bicimde yazacagiz; buram buram
kiimeler kurami kokan bir bigcimde. Tanimdaki € ve § sayilarindan ve egitsizlik
isaretlerinden kurtulacagiz; bir bedel karsihiginda elbette: Tamimdaki € ve §
sayilar1 yerine R’nin baz 6zel altkiimeleri yer alacak.

f’'nin a’da stirekliligini soyle ifade edelim:

B. Her € > 0 icin oyle bir § > 0 var ki, her x € R igin,
z€(a—da+d)= f(z) € (fla) —¢ fla) +e).

Ya da goyle:

C. Her ¢ > 0 i¢in oyle bir 6 > 0 var ki
fla—d.a+06)C (f(a) - e f(a) + €.

Ya da soyle:
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D. Her € > 0 i¢in oyle bir § > 0 var ki
(a—d.a+0) C F1(f(a) - € f(a) +©).

Demek ki, f fonksiyonunun a’da siirekli olmas1 demek, € > 0 hangi say1 olursa
olsun,

(f(a) =€ f(a) +e)

araliginin 6nimgesinin, yani

FH(f(a) =€ fla) +e)

kiimesinin (a — 0,a + 6) biciminde bir aralik icermesi demektir. Ilk olarak,
(a — 6,a + 6) yerine I yazip §’dan kurtulalim:

E. Her € > 0 i¢in a’y igeren oyle bir I agik araligs var ki
IC f7H(f(a) =€ fa) +e).

(D) koguluyla (E) kosulunun egdeger olduklar1 daha onceki esdegerlikler
kadar bariz degil, kanitlayahm: Eger (D) dogruysa, elbette (E) kogulu da
dogrudur. Ote yandan, (E) kogulu dogruysa (D) kosulu da dogrudur. Nite-
kim eger verilmis € > 0 igin,

IC ' (f(a) =€ fla) +e)

icindeligini saglayan ve a’y1 iceren acik bir I araligi varsa, o zaman, belli bir
& > 0 sayis1 igin
(a—d,a+96)C1I

olur. Dolayisiyla
(a=8,a+0) CIC f(fla) =€ fla) +¢)

olur, yani (D) kosulu dogrudur.

Stirekliligin tanimiyla daha fazla oynayabilmek i¢in bir tanima gereksini-
yoruz.

R’nin, a’y1 iceren acik bir araligini iceren altkiimelerine a’nin komsulugu
diyelim. Yani eger V' C R altkiimesi, acik bir I acik araligi igin,

acelCV

igindeliklerini sagliyorsa, V’ye a’nin komsulugu diyelim.

Tanimda V’nin I'ya egit alinabilecegine dikkat edelim, yani a’y1 igeren her
I acik araligi a'min bir komsulugudur. Demek ki her acik aralik, icerdigi her
noktanin bir komgulugudur.

Eger V| a’'nin bir komsuluguysa ve V- C W ise, W de a’nin bir komsulu-
gudur elbette. Bu, birazdan gerekecek.

Komsulugun tanimindan dolay: (E) kosulu su kosula denktir:



1. Topolojik Uzay

Gegen boliimde R’nin, adina “agik” dedigimiz bazi altkiimelerini tanimladik
ve bir fonksiyonun siirekliligini tamamen agik kiimeler yardimiyla (hig € ve §
kullanmadan) ifade ettik. Boylece bir fonksiyonun siirekliligini kiimeler kurami
seviyesine indirdik. Aym seyi bugiine kadar analizde tamimladigimiz hemen
hemen her kavram icin yapabiliriz. Boylece analitik kavramlar fiziksel diinya
olarak niteleyebilecegimiz R’den kurtarip, bu kavramlar:1 ¢cok daha soyut ve
genel bir evrene genellestirebiliriz. Her ne kadar yapacaklarimiz ug seviyede
soyutsa da, kanitlar: kolaylastirdigindan ve daha genel olduklarindan ¢ok daha
fazla uygulamaya izin verir. Giizelligi de cabasi.

1.1 Tanim ve Ornekler

Gegen boliimde, R’nin bir X altkiimesi igin, X’in “agik altkiime”lerini bir
bi¢imde tammlamis ve Onsav 0.16’da bu acik altkiimelerin su 6zellikleri sag-
ladiklarini kanitlamigtik:

X1. 0 ve X kiimeleri aciktir.

X 2. Iki acik kiimenin kesigimi aciktir.

X3. Acgik kiimelerin bilegimi aciktir.

Simdi, herhangi bir X kiimesi verilmig olsun. X’in yukardaki gibi R’nin
altkiimesi olmasi filan gerekmiyor, herhangi bir kiime olabilir. (Topolojinin
giizelligi de iste tam burada.) X’in baz1 altkimelerine “agik” adim verelim ve
acitk dedigimiz bu altkiimelerin yukardaki X1, X2, X3 ozelliklerini sagladikla-
rin1 varsayalim. O zaman X tizerinde bir “topoloji” tanimlanmisg olur. Eger
7, elemanlar1, adina agik adin verdigimiz kiimelerden olugan kiimeyse, (X, 7)
ciftine topolojik uzay denir.

Tanimi daha matematiksel verelim. X herhangi bir kiime olsun. X’in alt-
kiimelerinin kiimesini p(X) ile simgeledigimizi animsatalim.

7 C p(X)

olsun. Yani 7, elemanlar1 X’in bazi altkiimeleri olan bir kiime olsun!. 7’nun

L7, Yunan alfabesinin t harfidir ve “tau” diye okunur
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su oOzellikleri sagladigini varsayalim:

T1.0, X € 7.

T2. Eger U, VerTiseUNV er.

T3. Eger her i € I icin U; € 7ise | J;c; U; € 7.

Cogu zaman 7'nun ne oldugu konunun geliginden bellidir; o zaman, (X, 7)
¢ifti yerine sadece X’in kendisine topolojik uzay denir.

Y

U ve Vagiksa U N V de aciktir.

@

Dolayisiyla, sonlu sayida agik kiimenin
kesisimi de agiktir.

Sonlu ya da sonsuz, kag tane olursa olsun,
actk kiimelerin bile§imi hep aciktir.

T1, T2 ve T3 kosullariyla X1, X2, X3 kosullar1 esdegerdir elbette. Bir
X kiimesi iizerinde bir topoloji tanimlamak demek, X’in agik kiimelerini bir
bigimde belirlemek demektir. Agik adi verilen bu kiimeler X1, X2, X3 6zellik-
lerini saglamalidirlar.

Bir 6nceki boliimde R iizerinde tanimladigimiz topolojiye Oklid topo-
lojist adi verilir. O topolojide, agik kiimeler agik araliklarin bilegimi olarak
tanimlanmisti. R iizerinde ya da herhangi bir X kiimesi tizerinde cok farkli
topolojiler tanimlayabiliriz. Birazdan birg¢ok farkli érnek sunacagiz.

Iki acik kiimenin kesigimi acik oldugundan, sonlu sayida acik kiimenin ke-
sisimi de agiktir. Bu, agik kiime sayisi iizerine tiimevarimla kolaylikla kanit-
lanabilir. Ama sonsuz sayida acik kiimenin kesisimi acik olmayabilir, 6rnegin,
Oklid topolojisinde

((=e.0) = {0}

e>0

olur ve tek elemanh kiimeler bu topolojide acik degillerdir (elbette).
Asagidaki 6nsav basit ama son derece kullanighdir.
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Onsav 1.1. X bir topolojik uzay ve Y C X olsun. Y 'nin a¢ik olmast icin her
y €Y icin, y € Uy, CY igindeliklerini saglayan agik bir Uy altkiimesi olmase
yeter ve gerek kosuldur.

Kanit: Eger U aciksa her y € U icin U, = U almak yeterli. Diger istikamet:
U= Uer U, oldugundan, U aciktir. O

Eger 1 ve o, X iizerine birer topolojiyse ve 71 C 719 ise, 71’e 7o’den daha
kaba, m’ye 7’den daha ince topoloji adi verilir.

Simdi topolojik uzay orneklerine gecelim. Orneklerin cesitliligi konunun
zenginligine delalettir. Asagidaki érneklerde X herhangi bir kiime olabilir.

Ornekler

1.1. X herhangi bir kiime ve 7 = {(, X} olsun. Bu, kolayca goriilecegi iizere X iizerinde bir
topolojidir. Pek fazla agik kiimesi olmadigindan, hatta T1’den dolay1 olabilecek en az
sayida agik kiimesi olan bu topolojiye en kaba topoloji (yani X’in en kaba topolojisi)
adi verilir. Eger X bogkiimeyse ya da tek bir elemani varsa, o zaman X iizerinde bu
topolojiden bagka topoloji yoktur.

1.2. En kaba topolojiyle zit konumda olan ve adina ayrik topoloji denen bir de en ince
ya da en zengin topoloji vardir. Bu topolojide X’in her altkiimesinin agik olduguna
hitkmedilir, yani 7 kiimesi p(X) kiimesine esittir. p(X)’in T1, T2 ve T3 6zelliklerini
sagladig1 ¢ok belli.

1.3. X’in tiimleyeni sonlu olan altkiimelerine acgik adini verelim. Bir de ayrica boskiimeye
acik diyelim. O zaman X iizerinde bir topoloji tanimlamig oluruz. Eger X sonluysa,
bu topoloji aynen bir 6nceki paragrafta tanmimlanan en ince topolojidir. Ama eger X
sonsuzsa (mesela X = Z ya da R ise), o zaman bambagka ve oldukga ilging bir topoloji
elde ederiz. Bu topolojiye Fréchet topolojisi (“frese” okunur) adi verilir.

1.4. A, X’in herhangi bir altkiimesi olsun. 7 = {f), A, X} olsun. Bu da X iizerinde topolojik
bir yapi belirler. En fazla ti¢ agik kiimesi oldugundan, oldukga fakir bir topoloji oldugunu
soyleyebiliriz. Bu topoloji, ayrica A kiimesinin acik oldugu en kiigiik topolojidir.

1.5. A ve B, X’in herhangi iki altkiimesi olsun. 7 = {#, A, B,AN B, AU B, X} olsun. Bu
da X fizerinde bir topolojidir. Bu topoloji A ve B kiimelerinin agik oldugu en kiigiik
topolojidir.

1.6. A, B ve C, X’in herhangi ii¢ altkiimesi olsun. Bu altkiimelerin agik oldugu en kiigiik
topolojiyi bulalim. Biraz daha zorlanacagiz. 7, tabii ki X’in

0,A,B,C ve X
altkiimelerini igermeli, yani bu kiimeler tanmimlayacagimiz topolojide agik olmali. Ama,
topolojimiz, A, B, C altkiimelerinin
ANB,BNC,CNAANnBNC

kesigimlerini de igermeli, ¢linkii ne de olsa sonlu sayida agik kiimenin kesigimi gene
acik olmali. Topolojimiz bu altkiimeleri icerdigi gibi simdiye kadar buldugumuz acik
kiimelerin bilegimlerini de icermeli, yani,

AUB,BUC,CUA,

AU(BNC),BU(CNA),CU(ANB),

(ANB)U(BNQC),(BNCYU(CNA), (CNA)U(ANB),

(ANB)U(BNCYU(CNA)
altkiimelerini de igermeli. Yanhg saymadiysak toplam 19 kiime etti. Bu kadar: yetiyor.
Yukardaki 19 kiime X iizerinde bir topoloji olugturur. Bu topolojinin X’in A, B ve C
altkiimelerinin acik oldugu en kiigiik topoloji oldugu besbelli.
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1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1. Topolojik Uzay

A, X’in herhangi bir altkiimesi olsun. 7 = {U C X : A C U}U {0} olsun. 7, X {izerinde
bir topolojidir. Bu topolojide, bogkiime diginda, A ve A’y1 iceren altkiimeler aciktir,
digerleri degildir. 7 = {U C X : A C U} U {0} aym X kiimesi tizerine bir bagka
topolojidir.
(X, <) bir siralama olsun [N3]. Yani < ikili iligkisi her z,y,2z € X igin, su ozellikleri
saglasin:

z <z,

r<yvey<xisex =1y,

r<yvey<zisezr <z
Ornegin X = N, Z, Q, R ve siralama bildigimiz, ilkokuldan beri agina oldugumuz
siralama olabilir, ya da X bir ordinal ya da kardinal olabilir. a, b € X igin,

(a,b) ={zr e X:a<z<b}

(a,00) ={r € X :a <z},

(—00,b) ={z e X 2 <b}

tanimlarinm yapalim. (Burada z < y, “c < y ve  # y anlamina gelmektedir.) Bun-
lara ac¢tk aralik diyelim. Agik araliklarin bilegimi olarak yazilan kiimelere de “acik
kiime” diyelim. Boylece X tizerinde bir topoloji tanimlanmig olur. Bu topolojiye <
siralamasi tarafindan iretilmis siralama topolojisi denir. R'nin Oklid topolojisiyle
bilinen siralamasiyla tiretilen siralama topolojisi ayni topolojidir.
(Ttumleyeni sayilabilir topoloji) X herhangi bir kiime olsun. (Ama X’i R gibi sayilamaz
sonsuzlukta bir kiime alirsak daha iyi ederiz, yoksa ilging bir 6rnek elde etmeyiz.) X in,
tliimleyeni sayilabilir sonsuzlukta olan altkiimelerine acgik adimi verelim. Bir de tabii
bosgkiime agik olsun. O zaman X tizerinde bir topoloji tanimlamig oluruz ve bu topoloji
Ornek 1.3'te tammlanan Fréchet topolojisinden daha incedir, yani Fréchet topoloji-
sinde agik olan her kiime bu topolojide de agiktir.. Bu topolojide sayilabilir sonsuzluk-
taki agik kiimenin kesigimi gene aciktir. Bu topolojiyi elbette bagka kardinalitelere de
genellestirebiliriz.
(indirgenmi§ Topoloji) X bir topolojik uzay olsun. Y C X bir altkiime olsun. Y {izerine
soyle bir topoloji tanimlayalim: V' C Y “agik”tir ancak ve ancak X’in agik bir U kiimesi
igin V' =Y NX oluyorsa. Yani Y nin agik kiimeleri X’in acik kiimeleriyle Y nin kesigimi
olsun. Bunun gergekten bir topoloji tamimladigini ilerde gorecegiz (Bolim 5) ama okur
simdiden bu tanimin Y tizerine bir topoloji yarattigini kanitlamahdir. Eger X = R
Oklid topolojisiyle donatilmigsa ve Y C R ise, Y iizerine bdylece elde edilen topolojiye
de Oklid topolojisi diyecegiz.
Eger X bir topolojik uzaysa ve f fonksiyonu X ile bir Y kiimesi arasinda bir esglemeyse, o
zaman X 'in topolojisini f eglemesini kullanarak Y’ye tasiyabiliriz. (“)rnegin f*R—R
fonksiyonu f(0) = 1, f(1) = 0 ve z # 0,1 igin f(z) = z olarak tammlanmigsa, bu
yontemle R'nin Oklid topolojisi R’nin bir bagka topolojisine déniisiir. Bu yeni topolojide
(—=1,0) U (0,1] kimesi ((—1,1) acik aralhigmin f altinda imgesi oldugundan) agiktir. Ve
mesela (1/n), dizisi bu topolojide 0’a degil 1’e yakinsar. (Topolojik uzaylarda limit
kavramini daha sonra gorecegiz.)

Alistirmalar

1.1.

1.2.
1.3.

1.4.

X bir kiime olsun. X {izerinde bir topolojinin en ince topoloji olmasi igin, X’in tek
elemanl altkiimelerinin agik olmasinin yeter ve gerek kogul oldugunu kanitlayin.

z € R olsun. [z,00) araliginin R'nin Oklid topolojisinde acik olmadigim kamtlaymn.

(X, 7) bir topolojik uzay olsun. X C Y olsun. 7U{Y } kiimesinin Y iizerinde bir topoloji
tanimladigini kanitlayin.

Iki elemanli bir kiime iizerinde kag degisik topoloji vardir? Aym soruyu ii¢ elemanl bir



10. Metrik Uzaylar

10.1 Tanim

Bu cildin ilk iki boliimiinde R’de analiz konusunu igledikten sonra topolojiye
egilmigtik. Ama daha Onceki ciltlerde hep R’de caligmistik, hi¢c R'nin digina
gikmamigtik. Simdi R’ye geri dontip R’de tanimladigimiz yakinsaklik, stireklilik
gibi kavramlarin tanimlarina bir kez daha goz atalim. Daha sonra topolojiye
geri donecegiz.

Bir (z,)n gercel sayilar dizisinin bir a gercel sayisina yakinsamas: demek,
her € > 0 sayis1 igin,

n>N=|z,—a|<e

onermesinin saglandigi bir N sayisinin var olmasi demektir.
Stireklilik igin ise gu tanimi vermistik: Bir

f:R—=>R
fonksiyonunun bir a sayisinda stirekli olmasi demek, her € > 0 sayis1 i¢in,
lz—al <d=|f(x) - fla)] <e

Onermesinin saglandigi bir § > 0 sayisinin var olmasi demektir.
Her iki tanimda da kullanilan,

|z — |

mutlak deger fonksiyonuna odaklanalim.

Tanimlarda mutlak degerden so6zedildigine gore, yakinsakliga, limite, stirek-
lilige dair teoremlerimizin kanitlarinda zorunlu olarak mutlak deger fonksiyo-
nunu kullandik.

“Mutlak deger fonksiyonunu kullanmak” ne demektir? Matematikte, hi¢bir
zaman bir nesnenin kendisi (“nesnenin kendisi” her ne demekse!) kullanilmaz.
Sadece o nesnenin baz 6zellikleri kullanilir.
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Botanikte elmanin kendisi, kimyada alkoliin kendisi, biyolojide baligin ken-
disi kullanilabilir ama tamamiyla zihinsel bir ugras olan matematikte bir nes-
nenin kendisi degil, nesnenin bazi 6zellikleri kullanilir. (Nesnenin kendisi kay-
bolup sadece ozellikleri kaldiginda, geriye kalana “kavram” adi verilir.)

Nitekim bir bilim dali ne kadar ¢ok nesneden uzaklasirsa, o kadar kavramsal
olur; bir de simgelesmeye bagladiginda o zaman o bilim dali matematiksel
olmaya baglar.

Matematiksel bir kanit sonlu sayida sozciikten olugur ve sonlu sayida soz-
ciikle matematiksel bir nesnenin ancak sonlu sayida 6zelligi sayilabilir. Ornegin
esitsizlik lizerine bir sonucun kanitinda, egitsizligin anlami ya da kendisi degil,
esitsizligin,

r <z,
r<yvey<zxise x =y,
r<yvey<zisex <z,
yvaz <yyaday<u,
0< a2

gibi sonlu sayida 6zelligi kullanilmigtir. Esitsizliklerle ilgili bir teoremin kani-
tinda sadece yukardaki 6zellikler kullanilmigsa, o zaman o teorem, adi esitsizlik
olsun ya da olmasin, bu oOzellikleri saglayan tiim iligkiler i¢in gegerlidir. Do-
layisiyla, matematiksel bir teorem, kanitinda séz edilen sonlu sayida 6zellikleri
saglayan tiim matematiksel nesneler icin kanitlanmigtir.

Bu derin sozlerden sonra, yeryiiziine inip bugiine kadar matematik haya-
timizda mutlak degerin hangi 6zelliklerini kullandigimiz sorusunu soralim.

Her seyden once, mutlak deger adi verilen sey, bir fonksiyondur, R x R
kiimesinden RZ? kiimesine giden bir fonksiyondur. Bu basit olgu diginda,
onceki sayilarimizda mutlak deger fonksiyonu hakkinda, her x, ¢, z € R i¢in
gecerli olan su ti¢ ozelligi kullandik:

1. |x — y| sayws1 ancak ve ancak z = y ise 0 olur (yoksa mutlak deger
pozitiftir). Bigimsel yazilimla

lt—y| =0 2z=1y.

2. |z —yl=ly -

3o jx—yl <o —z[+]|z—yl.

Simdi |z — y| yerine d(z,y) yazalim. Ne farkedecek ki! O zaman yukardaki
ozellikler su hale doniisiirler:

1. d(z,y) = 0 ancak ve ancak = = y ise.

2. d(z,y) = d(y,x).

3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Gergel sayilarda analize dair tanimladigimiz her kavrami ve kanitladigimiz
hemen hemen her sonucu |z — y| yerine d(z,y) yazarak kamtlayabilirdik (el-
bette!)



14. Metrik Uzaylarda
Sureklilik

14.1 Sireklilik

Gegen boliimde her metrigin, tanimlandigr metrik uzay tizerine dogal olarak
bir topoloji tirettigini gordiik. Anmimsarsaniz, topoloji, metrigin yuvarlar: ta-
rafindan iiretilmigti. Ayn1 boliimde metrik uzaylardaki dizi yakinsakhigi kav-
ramiyla topolojik uzaylardaki dizi yakinsakligi kavraminin ortiigtiigini gor-
diik, aralarinda bir fark yoktu. Bu boliimde, metrik uzayda “fonksiyonlarin
stirekliligi” kavramlarini tanimlayip, bu kavramin topolojik uzaylar icin 6nceki
kisimda tanimladigimiz kavramlarla ortiigtiigiinii gorecegiz.

(X, d) ve (Y, d') iki metrik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Ayrica
a € X olsun. Eger her ¢ > 0 ve her z € X icin,

d(a,z) <6 =d(f(a), f(x)) <e

onermesini saglayan bir § > 0 varsa, o zaman f fonksiyonuna a’da stirekls
denir.
Yukardaki kosulun,

x € B(a,0) = f(z) € B(f(a),e€)
koguluna egdeger olduguna dikkatinizi cekeriz. Bu da, elbette
f(B(a,0)) € B(f(a)e)
demektir, ve bu son kosul da
B(a,8) C [~H(B(f(a),€))

koguluna denktir. Boylece bir ¢irpida bir noktada siirekliligin dort degisik
tanimini bulduk.
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f, @’da siirekliyse

€ > 0 ne olursa olsun, dyle bir 8 > 0 vardir ki,

x € B(a, d) ise f(x) € B(f(a), €) olur,
yani f(B(a, 8)) < B(f(a), €) olur ya da...

B(a, 8) < f'(B(f(a), &) olur.

Bu, tek bir noktada stirekliligin tanimi. Her noktada siirekli olan bir fonk-
siyona kisaca stirekli fonksiyon denir.

Her izometri siireklidir elbette, ne de olsa izometriler i¢in §’y1 €’a egit almak
yeterlidir.

Topolojik uzaylarda da fonksiyonlarin stirekliliginin tanimini gérmiistiik.
Her metrik uzay bir topolojik uzay tirettiginden, her iki stirekliligin de ayni
anlama gelip gelmedigi sorusunu sorabiliriz. Yanit olumludur, olmas: gerektigi
lizere...

Teorem 14.1. (X,d) ve (Y,d') iki metrik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon
olsun. f’nin metrik uzaylar anlaminda strekli olmaswyla, metriklerin trettigi
topolojik uzaylar anlaminda strekli olmast arasinda bir fark yoktur, iki kavram
ortusur.

Kanit: Once f’nin metrik uzaylar anlamimda siirekli oldugunu varsayalim.
V C Y, Y’nin bir acik kiimesi olsun. f~!(V)’nin acik oldugunu kanitlayacagiz.
Bu amacla f~!(V)’den herhangi bir a elemanm alalim. a merkezli ve 0’dan
biiyiik yarigapli bir yuvarm f~1(V)’nin altkiimesi oldugunu kanitlayacagiz.
Boylece f~1(V) kiimesinin Y’de acik oldugu kanitlanmis olacak.

f(a) € V oldugundan ve V agik oldugundan, topolojinin tanimina gore,
oyle bir € > 0 vardiwr ki, B(f(a),e) C V olur. Fonksiyon her yerde oldugu gibi
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a’da da siirekli. Demek ki oyle bir § > 0 vardir ki,

B(a,d) € f~H(B(f(a),e)) € f7H(V)

olur.

Simdi de f’nin topolojik anlamda siirekli oldugunu varsayalim. X ’ten her-
hangi bir a eleman alahm. € > 0 herhangi bir eleman olsun. B(f(a),¢€) agik
bir kiime oldugundan ve f siirekli oldugundan,

FH(B(f(a),€))

kiimesi X’in agik bir altkiimesidir. Bu agik kiime a’y1 igerdiginden, a merkezli
ve 0’dan biiytlik yaricaph bir yuvar icerir. Demek ki bir § > 0 igin,

B(a,8) C fH(B(f(a),€))
olur, ki bu da f’nin a’da siirekliligi demektir. g

Benzer bir teoremi tek bir noktada siireklilik icin de kanitlayabiliriz.

Teorem 14.2. (X,d) ve (Y,d') iki metrik uzay ve f : X — 'Y bir fonksiyon
olsun. a € X olsun. f’nin metrik uzaylar anlaminda a’da strekli olmasiyla,
metriklerin gerdigi topolojik uzaylar anlaminda a’da strekli olmast arasinda
bir fark yoktur, her iki kavram ortigir.

Kanit: Once f’nin metrik uzaylar anlammda a’da siirekli oldugunu varsa-
yalm. f(a) € V C Y, f(a)mn Y’de bir komsulugu olsun. f~1(V)’nin a’nin
bir komsulugu oldugunu kanitlamaliyiz. Komgulugun tanimi geregi,

fla)eV' CV

iligkilerini saglayan bir V' acik kiimesi vardir. Topolojinin tanimi geregi, oyle
bir € > 0 vardir ki,
f(a) € B(f(a),) S V' CV

iligkileri saglanir. f metrik uzaylar anlaminda stirekli oldugundan,
B(a,8) C f~H(B(f(a),€))
igindeligini saglayan bir § > 0 vardir. O zaman,
a € B(a,8) C f~H(B(f(a),e)) C f7H(V)

olur ki bu da f~*(V)nin a’nin bir komsulugu oldugunu kanitlar.
Simdi f’'nin topolojik anlamda a’da siirekli oldugunu varsayalim. € > 0
olsun. B(f(a), €) yuvari, acik bir kiime oldugundan f(a)'nin bir komgulugudur.



16. Tikiz Topolojik Uzaylar

Boliimiin uzunlugundan da anlasilacag: iizere, bir topolojik uzayin tikiz alt-
kiimeleri ¢ok 6nemlidir. (Bu girig yazisi1 daha ilging bir ciimleyle baslayabilirdi
ama ne yapalim ki bu dedigimiz ¢ok dogru! Topologlarin azimsanamayacak bir
boliimi yillarini topolojik uzaylarin tikiz altkiimelerini bulmaya ya da betim-
lemeye harcarlar.) Ciinkii birazdan tanimlayacagimiz tikiz altkiimeler - ¢ogu
zaman sonsuz olmalarina kargin - bircok anlamda sonlu altkiimelerin oynadigi
rolii oynarlar. Analiz de biiyiik dlgiide tikiz kiimeler, bu da olmadi yerel tikiz
topolojik uzaylar iizerinde yapilir. Tikiz kiimeler sadece matematikte degil,
(en azindan diferansiyel denklemlerin ¢éziimiiniin varhiginda oynadiklari rolden
dolay1) fizikte de ¢ok 6nemlidir. Ayrica topolojiyi anlayip anlamadigimzi bu
boliimdeki teoremlerin hepsini kendi kendinize hi¢ yardim gérmeden kanitlayip
kanitlayamadiginiza gore sinayabilirsiniz.

16.1  Ortii

Bir tamimla baglayalim. X bir topolojik uzay ve A C X olsun. A'nin bir
ortisii,
Aclu
el
icindeligini saglayan, X’in U; altkiimelerinden olusan bir U = (Uj;);er ailesidir.
Temsili resim agagida.

A koyu gri alan, U, ler kiigiik oval alanlar.

U = (U;)ier ailesi, | J;c; Us bilegiminin her altkiimesinin bir &rtiisiidiir elbette.
Her ne kadar bir ¢ ancak bir kiimenin 6rtiisii olabiliyorsa, yani kendi bagina
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bir ortii olmasi anlamsizsa da biz sik sik kiimenin bilindigini varsayip U ortii-
stinden sozedecegiz.

Eger (U;)ier Ortusiintin her U; kiimesi agiksa, o zaman (U;);e; Ortiisiine
actk orti denir.

Yukardaki (U,),_; ortiisiiniin bir altortiisii

(Yukardaki U;lerden iigii eksik.)

Eger bir J C I altkiimesi icin V = (Uj);e; ailesi de A'min bir ortiisii olu-
yorsa, o zaman V ortiisiine U = (U;);er Ortisiintin altértiisi denir.

Eger I gostergeg kiimesi sonluysa A'nin (U;);e; Ortiisiine sonlu érti adi
verilir. “Sonlu altortii” deyiminin ne demek oldugu belli olmali: Altortii ta-
mmindaki J sonluysa, A'nin V = (U;);ecs Ortiisiine U = (U;);er Ortiisiiniin
sonlu altortistd adi verilir.

(Uj)ier, A'min bir ortiistiyse ve B C A ise (U;);er, B'nin de bir ortiisidiir.
Elbette. Ve eger A C B ise (U; N B);c; de B’nin bir ortiistidiir. Bu da elbette.

Birkag basit 6rnek verelim.

Ornekler
16.1. ((—n,n))nen, R'nin, araliklardan olusan bir agik ortiisidiir. Eger bu ortiiden sonlu

sayida aralik atarsak gene R’nin bir ortiisiinii (dolayisiyla orijinal értiintin bir altortii-
siinil) elde ederiz. ((—n,n))neon de bu ortiniin bir altortiisidiir.

Daha genel olarak, eger f : N — N sinirli olmayan bir fonksiyonsa, ((—f(n), f(n)))nen
de bu ortiiniin bir altértisiidiir. Bu ailenin sonlu bir altortiisii yoktur.

16.2. ((-14+1/n,1 —1/n))pem oy ailesi (—1,1) acik araliginin acik bir értiisiidiir:

-L,nc | (-1+1/n,1-1/n).

neN\{0}

(Ashnda esitlik gegerli.) Bu aileden sonlu sayida aralik silersek, gene (—1,1) araliginin
bir ortiisiinii elde ederiz, yani orijinal 6rtiiniin bir altortiistinii buluruz. Bu ailenin de
sonlu bir altortiisii yoktur.

-1
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16.3. ((—1+1/n,1—1/n))nem oy ailesi [—1, 1] kapali araligiin bir értiisti degildir (bkz. asa-
gidaki sekil), ¢iinkii ortii 1 ve —1 elemanlarini 6rtmez, ama bu ortiiye (—8/7, —7/8) ve
7/8,8/7) araliklarinmi eklersek [—1, 1] kapal araligimin agik bir ortiisiinii elde ederiz.

(78/77 77/8)7 (78/97 8/9)7 (7/87 8/7)

araliklar1 yukardaki 6rtiiniin sonlu bir altortiistidiir.

Ornek 16.1 ve 16.2’yle Ornek 16.3 arasindaki ayrimi gozler oniine sere-
lim: Ornek 16.1 ve 16.2'deki 6rtiilerin sonlu altortiileri yoktur, ama Ornek
16.3’teki Ortiiniin vardir. Ornek 16.1’deki R ve Ornek 16.2°deki (—1,1) agik
araligl “tikiz” degildir ama Ornek 16.3'teki [—1,1] kapali arahig “tikiz”dur.
Tikiz kiimenin matematiksel tanimi1 hemen gimdi geliyor.

Alistirmalar

16.1. f: X — Y bir fonksiyon olsun. V = (V;);e; ailesi Y’nin bir drtiisiiyse, U = (£~ (V;))ier
ailesinin X’in bir Ortiisii oldugunu kanitlaymn. Eger f siirekliyse ve V, Y’nin bir agik
ortiisiiyse, U’nun X’in bir acik ortiisii oldugunu kanitlayin.

16.2. Kesirli sayilar1 pozitif dogal sayilarla numaralandirip (gn ). bigiminde bir dizi elde ede-
lim. (B(gn,1/2™))x ailesinin R’yi 6rtmedigini kanitlayin.
16.3. (gn)n yukardaki ahstirmadaki gibi olsun. (B(gn,1/n))n ailesi R’yi 6rter mi?

16.2 Tikiz Kiume

X bir topolojik uzay ve K C X olsun. Eger K'nin her acik ortiistiniin sonlu
bir altortiisii varsa K'ya tikez kiime denir. (Tikigik ya da kompakt dendigi de
olur.) Yani K'nin tikiz olmasi igin,

K C UUi
el

igindeligini saglayan X’in her U; C X acik altkiimeleri igin,
KgUhU...UUin

icindeligini saglayan sonlu sayida i1, ...,%, € I gostergeci olmalidir.
Yukardaki tamimdaki “her” sozciiginiin altimi ¢izeriz; tammmin kilit s6zcii-
glidiir. Bulunan sonlu o6rtii de orijinal ortiintin altortiisii olmak zorundadir...
Baz1 yazarlar, 6rnegin Bourbaki ve Fransiz ekolii tikizlig1 sadece Hausdorff
uzaylar i¢in tanimlarlar. Biz daha genel olan akima uyup Oyle yapmayacagiz.
Eger X topolojik uzayinda X kiimesi tikizsa, X’e tikiz topolojik uzay
denir. Onsav 16.1 bu tammdan rahatsizlik duyanlar1 yatistiracaktir.
Hemen birkag 6rnek ve kargiornek verelim.
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Ornekler

16.4. Her topolojik uzaymn her sonlu altkiimesi (dolayisiyla boskiime de) tikizdir. Elbette!

16.5. Eger X kiimesi ayrik metrikle donatilmigsa, o zaman bu topolojik uzayin sadece sonlu
altkiimeleri tikiz olabilirler. Nitekim her A altkiimesi i¢in ({a})qca ailesi A'nin agik bir
ortiisiidiir.

16.6. Sadece sonlu sayida acik kiimesi olan bir topolojik uzaymn her altkiimesi tikizdir. Orne-
gin en kaba topolojiyle donatilmig her kiime tikizdir.

16.7. Ornek 16.2°den (—=1,1) agik araliginin (Ok]id topolojisinde) tikiz olmadig1 anlagiliyor.
Bu 6rnekten yola ¢ikarak, bog olmayan agik bir araligin Oklid topolojisinde tikiz ol-
madig1 kolaylikla anlasilir. Ornek 16.1°den de R’nin (C“)klid topolojisiyle) tikiz olmadigi
anlagiliyor.

Cok daha oénemli 6rnekler ileride verilecektir. Ornegin R’nin tiim tikiz
altkiimelerini kolay bir bigimde betimleyecegiz (ama hayat her zaman R’de
oldugu kadar basit degildir) ve ilerde tikiz kiimelerden basgka tikiz kiimeler
yaratmanin cesitli recetelerini gorecegiz.

Sezgi kazandirmasi agisindan R’nin tikiz altkiimelerinin neler oldugunu
kanitlamadan soyleyelim: R'nin tikiz altkiimeleri aynen R’nin kapali ve sinirh
altkiimeleridir. Bu, meshur Heine-Borel teoremidir ve bu bdliimde kanitlana-
caktir. Belki bu olgu “tikiz”in menseine dair bir bilgi verir: Tikiz altkiimeler
uzay1p gitmeyen, kendi icine kapali altkiimeler olarak algilanmalidir. Tabii bu
sadece bir alg1 olarak kalmali, matematiksel bir olgu yatmiyor bu dedigimizin
temelinde.

Okur [0, 1) arahigimin tikiz olmadigimi kanitlayabilir. Sorunun 1’de oldugu
hissediliyordur umarim. Tlerde [0, 1] kapali araliginin tikiz oldugunu gorecegiz.
Demek ki tikizlik tek bir nokta cikarilinca bozulabiliyor, yani oldukca narin
bir kavram.

Altbolim 18.3’te, herhangi bir X topolojik uzaymna tek bir nokta ekle-
yerek ve elde edilen kiimeyi miinasip bir topolojiyle donatarak (ama X’in
topolojisine dokunmayarak), nokta eklenmig kiimeyi tikiz bir topolojik uzaya
doniigtiirebilecegimizi gorecegiz.

Aligtirmalar
16.4. X bir kiime olsun. X {lizerine 71 ve T2 topolojilerini alalim. 71 C 72 olsun. X’in bir
altkiimesi 72 icin tikizsa 77 i¢in de tikiz oldugunu kanitlayin.

16.5. R’nin smursiz bir altkiimesinin (Oklid topolojisinde) tikiz olamayacagim kanitlayin. Ge-
nel olarak, tikiz bir metrik uzayin sinirl oldugunu kanitlayin.

16.6. [0,1) araligimm (Oklid topolojisinde elbet) tikiz olmadigini kanitlayin.
16.7. Sonlu sayida tikiz kiimenin bilesiminin de tikiz oldugunu kanitlayin.
16.8. [0, 1] araliginin tikiz oldugunu kanitlayin.

16.9. [0,1] N Q tikiz midir?

16.10.
16.11.
16.12.
16.13.

Q'niin bir altkiimesinin ancak sonluysa tikiz olabilecegini kanitlayin.
Z’yi p’sel metrikle donatirsak tikiz bir metrik uzay elde eder miyiz?
Tikiz bir kiimenin kapali altkiimelerinin de tikiz oldugunu kanitlayin.
Tikiz bir kiimenin her altkiimesi tikiz olmak zoruda midir?
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Baire Kategori Teoremi, fonksiyonel analiz ve topolojide énemli bir yere sahip-
tir. 1899’da René-Louis Baire tarafindan doktora tezinde sunulmustur. Fonk-
siyonel analizde Agik Fonksiyon Teoremi, Kapali Grafik Teoremi ve Diizgiin
Siirlilik Teoremi genelde bu teoremin yardimiyla kanitlanir. Topolojide ise
yogun altkiimeler hakkinda 6nemli bilgiler saglar!.

20.1 Biraz Temel Topoloji

Eger X bir topolojik uzay ve A C X ise, clx(4) ya da A yazihmi A'nin ka-
pamsini, intx (A) ya da A° yazilimi ise A’nin igini simgelesin. A¢, her zamanki
gibi A’nin X ’teki tiimleyenini simgeliyor. cl A°, A“nin kapanigi anlamina ge-
lecek.
(A°%) =clA® ve (A°)° = (cl A)°
esitlikleri Onsav 8.5'te kanitlanmigti. Bu egitlikleri sik sik referans vermeden
kullanacagiz.
A’nin simir1 olan Fr A ya da 0A kiimesi

FrA=0A=clAnNcl A€

olarak tanimlanir. 0A, iki kapali kiimenin kesigimi oldugundan elbette kapali
bir kiimedir.

A=AUO0A,
A°=A\ DA

esitlikleri Aligtirma 8.22.i ve ii olarak sorulmusgtu.

Onsav 20.1. Eger F bir topolojik uzaywn kapaly bir altkimesiyse, (OF)¢ yogun
ve acik bir altkimedir.

Kanit: (OF)° = (cl FNcl F¢)° = (FNel F¢)° =2 Fon(cl F¢)° = F°n((F°)¢)° C

F° N (F°)¢ = oldugundan, cl((0F)°) = ((0F)°)¢ = ¢ = X olur. Agklik ise
bariz. n

1Bu béliim Ugur Dogan ile birlikte yazilmistir.
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X bir topolojik uzay ve A C X olsun. Eger A’nin kapaniginin i¢ noktasi
yoksa, yani (cl A)° = () ise, A’ya X’in seyrek? altkiimesi denir.

A seyrekse, A'nin kapanigi da, kapaniginin altkiimeleri de seyrektir. Eger
X bogkiime degilse, X’in yogun altkiimeleri seyrek olamazlar. Kaba ve en ince
topolojilerde sadece bogkiime seyrektir.

Onsav 20.2. Y bir topolojik uzay ve A C X CY olsun. Eger A, X 'te seyrekse
Y ’de de seyrektir.

Kanit: A yerine daha biiyiik bir kiime olan clx(A) kiimesini alip A’nin X’te
kapali oldugunu varsayabiliriz. B = cly(A) olsun. Inty(B) = 0 esitligini
gostermek istiyoruz. Onsav 8.7'ye gére A = BN X olur. Y'nin agk bir U
altklimesi i¢in U C B olsun. U’'nun boskiime oldugunu gosterecegiz. U N X,
X'te acik oldugundan ve A'min bir altkiimesi oldugundan, U N X = () olmalx.
Demek ki A € B\ U. Ama B kapali ve U agik oldugundan B \ U kiimesi
agiktir. Demek ki B = cly(A) € B\ U, yani U = (). O

Ote yandan ) # X C Y ise ve X, Y'nin seyrek bir altkiimesi bile olsa, X
hi¢gbir zaman X’in seyrek bir altkiimesi olmaz.

Ornekler

20.1. Z,R’de seyrektir.

20.2. R x {0},R x R’de seyrektir.

20.3. Eger A seyrekse, A'nin her altkiimesi de seyrektir. Ayrica A’nin kapanigi da, kapaniginin
altkiimeleri de seyrektir.

20.4. Ama iki seyrek kiimenin bilesimi seyrek olmak zorunda degildir. Ornek: X = ALUBUC
olsun ve A, B ve C bogkiime olmasinlar. X’in agik kiimeleri ), AU B, BUC, CU A ve
X olsun ve bagka da agik kiimesi olmasin. O zaman A, B ve C kapalidir ve her birinin
ici bogkiimedir, yani her biri seyrektir. Ote yandan herhangi ikisinin bilegimi acik bir
kiimedir ve dolayisiyla seyrek degildir.

20.5. Cantor kiimesinin seyrek oldugunu sayfa 240’ta gormiistiik.

Aligtirmalar

20.1. Sonlu sayida seyrek kiimenin bilesiminin de seyrek oldugunu kanitlayin.

20.2. Kanitlaym: A C X igin, A'nin seyrek bir altkiime olmasi icin gerek ve yeter kosul (A°)°,
yani (cl A)¢ kiimesinin (bkz. Onsav 8.5) X’te yogun olmasi koguludur.

20.3. X’in kapal bir F altkiimesi i¢in, 0F = F\ F° kiimesinin seyrek bir altkiime oldugunu
kanitlayin.

20.4. X’in kapali bir A altkiimesi icin, agagidaki kogullarin egdeger olduklarini kanitlayin:
i. A seyrek bir altkiimedir.
ii. A° =0,
iii. cl A° = X.

20.5. Eger U C X aciksa, OU kiimesinin seyrek oldugunu kanitlayin.

Ingilizcesi nowhere dense ya da rare
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X bir topolojik uzay ve M C X olsun. Eger M, X’in sayilabilir sayida sey-
rek altkiimesinin bilegimiyse (ki bu seyrek altkiimeler M’de kapali alinabilir),
M'nin X’in birinci kategoriden ya da zayif?® altkiimesi oldugu soylenir.
Eger M birinci kategoriden degilse M’nin X’in tkinci kategoriden altkii-
mest oldugu sOylenir.

Aligtirmalar
20.6. X bir topolojik uzay olsun. Sayilabilir ¢coklukta birinci kategoriden altkiimenin bilegi-
minin de birinci kategoriden oldugunu kanitlayin.

20.7. Ayrik noktasi olmayan bir metrik uzayin sayilabilir her M altkiimesinin birinci katego-
riden oldugunu kanitlayin.

20.8. A C X C Y olsun. Eger A, X'te birinci kategoridense, Y’de de birinci kategoriden
oldugunu gosterin.

20.2 Baire Uzay1

Asgagidaki birbirine denk o6zelliklerden birini saglayan bir topolojik uzaya Ba-
ire uzayr adi verilir.

Teorem 20.3. Bos olmayan bir X topolojik uzaynda asagrdaki ifadeler esde-
gerdir, yani biri dogruysa digerleri de dogrudur:

a. (Up)nen her biri X ’te yogun olan bir agik altkime ailesi olsun. O zaman
Npen Un kiimesi X 'te yogundur.

b. (Fp.)nen, bir kapaly ve i¢i bos kiimeler ailesiyse (yani her F), seyrekse),
F, lerin bilesiminin de i¢i bostur.

c. (Fy)nen, bilesimi X olan bir kapaly kimeler ailesi olsun. O zaman
Unen Fr bilesimi X te yogundur.

d. X'in bos olmayan her agik altkimesi (dolayisiyla X de) X ’in ikinci
kategoriden altkiimesidir, yani X "in saylabilir sayida seyrek altkimesinin bi-
lesimi degildir.

Kamt: (a = b). cl F¢ = (F7)¢ = (¢ = X oldugundan, F} kiimeleri agik ve
yogun kiimelerdir. Dolayisiyla kesigimleri olan 1),y F}; kiimesi de yogundur.
Demek ki,

cofnm)-o((um))- ()

ve (Upen Fa)” = 0.
(b = a). Yukardaki kanita benzerdir ve okura birakilmigtir.

3Ingilizcesi meager
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