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I. Onermeler Mantig: Nedir?

nermeler mantigl, matematigin ve matematiksel manti-

gin ilk konusu sayilabilir. Onermeler mantig1 bilinme-
den matematik ya da daha ileri diizeyde matematiksel mantik
yapilamaz. Dolayisiyla, matematik ya da matematiksel mantik
ogrenmek isteyenler ilk 6nce bu kitabin konusu olan 6nermeler
mantigini (en azindan ilk 7 bolimiint) 6grenmelidirler.

Onermeler mantig felsefi mantikta da 6nemlidir. Hatta
onermeler mantig klasik Aristo mantiginin bir stiregi olarak
da goriilebilir.

Daha basindan hemen belirtelim: bu kitapta 6nermeler man-
tigi ne tarihsel ne de felsefi agidan ele alinmigti. Mantigin bu
yonlerine ilgi duyanlara Dogan Ozlem’in' ve Cemal Yildirim’in?
kitaplarini 6neririz. Bu kitapta 6nermeler mantiginin matema-
tiksel yonu ¢ok daha agir basacak’.

Dedigim gibi bu kitapta 6nermeler mantig: felsefi olarak
islenmeyecek. Konuyu matematiksel olarak ele alacagiz. Yani
matematik yapacagiz. Ancak matematige bu boliimde degil,

1 Dogan Ozlem, Mantik, Ara Yayncilik 58, Felsefe Dizisi 24, 1981.
2 Cemal Yildirim, Mantik, Dogru Diisiinme Yontemi, V Yayinlari, 1987.

3 Onermeler mantiginin tarihiyle ilgili olarak sunlari séylemekle yetineyim: Oner-
meler mantigini ilk ortaya ¢ikaran G. E Leibniz’dir (1646-1716, Alman mate-
matikgi ve filozof. Newton’dan bagimsiz olarak analizin temellerini atmustir.)
Daha sonra George Boole (1815-1864, Ingiliz mantik¢1) konuyu gelistirmis ve
agagi yukar1 bugtinku bigimselligine getirmistir.
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bir sonraki bolimde baslayacagiz. Bu bolimdeki amacimiz,
sonraki boliimlerde matematiksel olarak ele alacagimiz konuya
okurun yumusak bir giris yapmasini saglamak olacak. Bu bolu-
mii tam anlayamayan okur telaglanmasin; okumasini stirdiirsiin
ve daha sonra, gerekirse, bu bolime geri donsiin. Daha kolay
anladigim gorecektir.

“Onerme” sozciigii dogru ya da yanlis olabilecek tiimce
anlamma gelir. Ornegin,

2+2=4
ve
3<1
birer onermedirler. Bu 6nermelerden birincisi dogru, ikincisiyse
yanlistir.
Ote yandan

3, 1’den kugik mudir?
sorusu bir 6nerme degildir. Ciinki bir sorudur. Bir sorunun dog-
rulugu ya da yanlishigi s6zkonusu olamaz. Soru degil, sorunun
yaniti dogru ya da yanlis olabilir.

“x > 1” timcesi de bir 6nerme degildir. Clinkii bu tiimcenin
dogruluk degeri x’e gore degisir. Ote yandan “0 > 1” tiimcesi
(yanlis) bir 6nermedir.

“Cabuk buraya gel” tiimcesi bir 6nerme degildir. Cilinkii bu
timcenin dogrulugundan ya da yanlishgindan s6zedemeyiz.

“Nasilsin?”, “Amma da attin haa” gibi tiimceler de 6ner-
me degildir.

“Ayse guzeldir” tiimcesinin 6nerme olup olmadig: tartisi-
labilir. Guzellik, ¢irkinlik, yakisiklilik, ¢aligkanlik, tembellik,
iyilik, kotuliik gibi kavramlar kisiye ve zamana gore degisebilir.
Ornegin, kimi kendisinin olmayan giizele giizel demez!

Kimi zaman bir tiimcenin ya dogru ya da yanlis oldugunu
bilebiliriz ama o timcenin dogru mu yoksa yanlis mi oldugunu
bilemeyebiliriz. Ornegin, “30 Agustos 1994 giinii Tiirkiye’de
1467 kuzu dogdu” tumcesi ya dogrudur ya da yanlis. Ancak
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bu timcenin dogrulugunu bilemeyebiliriz. Gene de bu tiimce
bir onermedir. Bir tiimcenin Onerme olabilmesi i¢in, onemli
olan o tiimcenin “dogru” ya da “yanlis” degerlerinden birini
aldigidir, hangi degeri aldigini bilip bilmememiz hi¢ 6nemli
degildir.

Yukaridaki 6rnege benzer matematiksel bir 6rnek verelim.
Matematikte Goldbach Sanist diye adlandirilan ve bugiine de-
gin kanitlanamamis bir 6nerme vardir. Goldbach Sanisi, 4 ve
4’ten buyik her ¢ift tamsaymnin iki asalin* toplami oldugunu
soyler. Ornegin,

4 = 2+2
6 = 3+3
8 = 3+5
10 = 3+7
12 = 5+7
14 = 3 +11

Goldbach Sanisi, adi ustiinde, bir sanidir. Yani dogru mu
yanhs m1 oldugu bugiin bilinmemektedir. Ote yandan, Goldbach
Sanisi ya dogrudur ya da yanlis. Dolayisiyla, Goldbach Sanisi
bir 6nermedir.

“14 Haziran 1994 ginu Ankara’ya yagmur yagdi” tiimcesi
bir 6nerme olarak kabul edilebilir. Tartigilabilir de. Ankara’nin
neresine, saat kagta yagmur yagdi gibi sorular sorulabilir. Hatta
yagmurun anlami tizerinde durulabilir. Gokyuziinden bir damla
suyun diigmus olmasi yagmur yagdigi anlamina gelir mi? Eger
o anlama gelirse, o diigen damlanin yagmur sayilabilmesi i¢in
hacmi ne olmalidir, en az ka¢ su molekiilinden olugsmalidir?
Eger bir tek damla yagmur olarak kabul edilmiyorsa, yagmur
ka¢ damladan olusur? Ornegin 14 Haziran 1994 giinii Anka-
ra’ya (Mesrutiyet Caddesi’ne) saygideger boyutlarda en az yiiz

4 2,3,5,7,11,13,17, 19, gibi 1’den ve kendinden bagka sayiya boliinmeyen
1’den biiyiik dogal sayilara asal adi verilir.
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damla yagmur yagdigini biliyorum. Gozlerimle gordim! Ama
daha fazla damla dustiigiini soyleyemem. Yiz damla yagmur
sayilmali midir?

Goruldigu gibi gunlik dilde yazilan tiimcelerin 6nerme
olduklarini ileri siirmek her zaman pek kolay degildir. Ote yan-
dan matematiksel tiimcelerin 6nerme olduklarini soylemek ¢ok
daha kolay.

Neyse ki bu kitapta bu gibi sorularla ugrasmayacagiz. Her
seyden once bu kitapta, “Onerme” sozcugunu yukardaki anla-
minda kullanmayacagiz. “Onerme” sozciigiinii matematiksel
bir terim olarak tanimlayacagiz ve, boylece, neyin 6nerme olup
neyin olmadigim kolaylkla anlayabilecegiz. Ayrica 6nermeler
mantigl, Onermelerin anlamlarini ve igeriklerini degil, dogruluk
ve yanlislik agisindan birbirleriyle olan iligkilerini irdeler. Birkag
ornekle bu dedigimi agiklamaya ¢aligayim.

Birinci Ornek: Ik olarak su énermeyi ele alalim’:
Gokyiizii mavidir ve Murat gazete okumaktadir.

Bu onerme iki kiiciik onermeden (6nermecikten) olugsmus-
tur. Iki kiiciik 6nerme (“Gokyiizii mavidir” ve “Murat gazete
okumaktadir” 6nermeleri) “ve” baglaciyla birlestirilerek daha
uzun bir onerme elde edilmisgtir.

Onermemizin dogrulugu-yanlishig: iizerine biraz diisiinelim.
Onermemiz ne zaman dogrudur? Eger 6nermeyi olusturan

Gokyiizii mavidir
ve
Murat gazete okumaktadir

5 Artik bu bolimde neyin 6nerme olup neyin 6nerme olmadigini tartismayacagiz.
Ince eleyip sik dokumayacagiz. Yoksa isin icinden cikamayiz. Verdigim 6rnekleri
onerme olarak kabul edin. Her birinin tartigilabilir oldugunun ayrimindayim.
Bu kitapta kullanilacak olan “6nerme” kavraminin matematiksel tanimini iler-
deki bolumlerde yapacagz.
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“onermecik”leri dogruysa, 6nermemiz de dogrudur. Bu iki 6ner-
mecikten biri yanligsa, 6rnegin Murat gazete okumamaktaysa,
onermemiz yanlistir (gokyiizii mavi bile olsa.) Onermemiz, ken-
disini olugturan her iki 6nermecigi de ileri stirmektedir, yalnizca
birini degil.

Birinci 6nermecigi, yani “gokytizii mavidir” 6nermecigini,
p ile simgeleyelim. Ikinci 6nermecigi, yani “Murat gazete oku-
maktadir” onermecigini, g ile simgeleyelim. O zaman 6rnek
olarak verdigimiz onerme,

pveq

olarak yazilabilir. “p ve g” onermesi ancak ve ancak hem p hem
q onermecikleri dogruysa dogrudur. p ve g onermeciklerinden
biri yanhgsa, “p ve g” onermesi de yanhstir. Goriildugi gibi,
irdelememizi p ve g 6nermeciklerinin anlamlari tizerine degil,
dogruluk ve yanligliklar: tizerinde kurduk.

“Ve” baglacini A olarak simgeleyelim. O zaman “p ve ¢”
onermesi kisa olarak

pnrq

olarak yazilir. Yukaridaki tartismadan ve bu tanimdan su ortaya
cikti: Eger p ve g onermeciklerinin dogruluk degerlerini biliyor-
sak, p A g 6onermesinin dogruluk degerini bulabiliriz:

p q pnrgq
yanhs | yanhs | yanhs

yanhs | dogru | yanhs

dogru | yanlis [ yanls

dogru | dogru | dogru

Yukaridaki cizelge soyle okunmalidir: Birinci satir, hem p
hem de g’niin yanls oldugunda p A g 6nermesinin de yanls ol-
dugunu soyliiyor. Ikinci satir, p yanlissa ama g dogruysa, p A g
onermesinin yanhs oldugunu soyliyor.

Bu ¢izelgeye p A g onermesinin dogruluk cizelgesi adi verilir.



XI. Tteorem ve Kkanit

XILA. GIRIS
Bu boliime gelinceye dek bir¢cok 6nsav ve teorem kanitla-

dik. Demek ki okurun “kanit” ve “teorem” kavramlarin
asagl yukari bildigini varsaydik. Bu bolimde “kanit” ve “te-
orem” adi verilen iki yeni kavram tanimlayacagiz. Daha once
kullandigimiz “kanit” ve “teorem” kavramlariyla birazdan ta-
nimlayacagiz “kanit” ve “teorem” kavramlari arasinda 6nemli
ayrimlar olacak.

Gegen boliimlerde verdigimiz kanitlar pek bicimsel degiller-
di. Daha ¢ok okurun sagduyusuna ve sezgisine sesleniyorlardi.
Oysa birazdan tanimlayacagimiz “kanit” kavrami tam anlamuy-
la bicimsel ve matematiksel olacak. Oylesine bicimsel olacak ki,
dileyen okur neyin kanit olup neyin olmadigini anlamak i¢in
bir bilgisayar yazilimi (programi) yapabilecek. Bu, daha once
kullandigimiz “kanit” kavramiyla birazdan tanimlayacagimiz
“kanit” kavrami arasindaki birinci ayrimdir.

Ikinci ayrim su: Gegen béliimlerin teorem ve kanitlarini
Tirkge yazdik, yani ginlik dili kullandik. Oysa birazdan ta-
nimlayacagimiz “teorem”ler, 3’tincti bolimde bigimsel olarak
tanimladigimiz 6nermeler olacaklar, yani 6nermeler mantiginin
alfabesinde yazilmis sozciikler olacaklar. Ornegin, p herhangi
bir 6nermeyse, p v —p Onermesinin - birazdan tanimlayacagi-
miz anlamda - bir teorem oldugunu gorecegiz. Bu bolimde
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tamimlayacagimiz “kanit” kavrami da matematiksel bir nesne
olacak: Kaniti bir takim kesin kurallara uyan sonlu bir 6nerme-
ler dizisi olarak tanimlayacagiz.

Gegen boltimlerde kullandigimiz kavramlarla birazdan ta-
nimlayacagimiz kavramlar arasinda bir ayrim yapmamiz belki
daha dogru olur. Boylece okur daha kitabin basindan beri
kullanilan “kanit” ve “teorem” kavramlariyla birazdan tanim-
lanacak olan “kanit” ve “teorem” kavramlarini birbirinden
kolaylikla ayirabilir. Bu nedenden, birazdan tanimlayacagim
“kanit” ve “teorem” kavramlarina “kkanit” ve “tteorem”
adin1 vermek aklima geldi'. Ornegin, soyle bir teorem yaza-
biliriz:

Teorem XI.1. p herhangi bir énermeyse, p v —p bir tteo-
remdir.

Yukarida kullandigimiz ve koyu harfle yazdigimiz birinci “te-
orem” terimi, sezgisel olarak bildigimiz (ya da bildigimizi sandi-
gimiz) “teorem” kavramudir. Ikinci “tteorem” terimiyse birazdan
tanimlayacagimiz anlamda kullanilmistir. Her teorem gibi bu te-
oremin de bir kaniti olacak. Bu kanit sdyle baslayacak:

“Kamit: p v —p 6nermesinin bir tteorem oldugunu kanitla-
mak icin, bu énermeyi kkanitlayan bir kkanit bulmalyiz. Iste
p v —p onermesinin kkanit: ...”

Yukarida koyu harflerle yazdigimiz birinci “kanit” terimi,
kitabin basindan beri kullandigimiz “kanit” teriminden degisik
degil. Ikinci “kkanit” teriminiyse daha heniiz tanimlamadik.

XIP’nci bolimde de kanitlayacagimiz tizere, tteoremleri-
miz her zaman dogru 6nermeler, yani hepdogrular olacaklar.
Bir sonraki XIII’tincti bolimde bunun tersinin de dogru ol-

» o«

1 “Kkanit” yerine “6nermeler mantiginin kanit1”, “tteorem” yerine “Onermeler
mantiginin teoremi” terimlerini de kullanabilirdik, ama bu terimler ¢cok uzun.
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dugunu kanitlayacagiz (XIII.1. Teorem): Her hepdogru bir
tteoremdir?.

Matematik, zorunlu olarak aksiyomatik bir ugras dalidir. Aksi-
yom, dogrulugu tartismasiz kabul edilen olgu (daha dogrusu 6ner-
me ya da tiimce) anlamina gelir. Matematikgi aksiyomlardam yola
cikarak yeni teoremler elde eder. Nasil yoktan bir sey var edemez-
sek, dogrulugunu kabul ettigimiz timceler olmadan yeni “dogru”
tiimceler (yani teoremler) elde edemeyiz, yeni bir teorem elde etmek
icin mutlaka bazi olgular1 dogru kabul etmeliyiz. Sonu¢: Matema-
tik yapmak icin aksiyomlara ihtiyacimiz vardir. Aksiyomlar olma-
dan, yani dayanak noktasi olmadan yeni teoremler elde edemeyiz.

Aksiyomlardan nasil teorem elde edilir (uretilir)? Her seyden
once -teoremin tanimi geregi- aksiyomlarin kendileri teoremdirler.
Matematikg¢i bu aksiyomlarin birkagindan, belli kurallara uyarak,
teorem adini verdigi yeni teoremler elde eder. Matematikginin te-
orem elde etmek i¢in kullandigi kurallara ¢tkarim kurallar: denir.
yaygin matematikte en ¢ok (ve aslinda tek) kullanilan ¢ikarim
kurali modus ponens adi verilen su kuraldir:

Eger “p” ve “p ise q” tiimceleri birer teoremse,
“q” tiimcesi de bir teoremdir.

Asagida da aynen bu yontemi izleyecegiz, tek farkla ki “te-
orem” yerine “tteorem” terimini kullanacagiz. Once aksiyom-
larimiz1 tanitacagiz. Sonra tteorem kavramini tanimlayacagiz.
Tteorem kavraminin taniminin kendisinden ¢ikarim kuralimizin
ve kkanit kavramimizin ne olmasi gerektigi anlagilacak.

Bu giristen sonra artik matematige gecebiliriz.

XI.B. TANIMLAR
Sirayla aksiyomlari, tteorem kavramini, kkanit kavramin
tanimlayacagiz.

2 Her zaman dogru olan bir 6nermenin kanitlanabilmesini isteriz elbet. Bu iste-
gimiz gergeklegecek.
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