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I. Önerme­ler Mantı­ğı Ne­dir ?

Önermeler man­tığı, matematiğin ve matematiksel man­tı
ğın ilk konusu sayılabilir. Önermeler man­tığı bilin­me

den matematik ya da daha ileri düzeyde matematiksel man­tık 
yapılamaz. Dolayısıyla, matematik ya da matematiksel man­tık 
öğren­mek is­teyen­ler ilk ön­ce bu kitabın konusu olan önermeler 
man­tığını (en azın­dan ilk 7 bölümünü) öğren­melidirler.

Önermeler man­tığı felsefi man­tıkta da önemlidir. Hatta 
önermeler man­tığı klasik Aris­to man­tığının bir süreği olarak 
da görülebilir.

Daha başın­dan hemen belirtelim : bu kitapta önermeler man
tığı ne tarihsel ne de felsefi açıdan ele alın­mış­tır. Man­tığın bu 
yön­lerine ilgi duyan­lara Doğan Özlem’in� ve Cemal Yıldırım’ın� 
kitaplarını öneririz. Bu kitapta önermeler man­tığının matema
tiksel yönü çok daha ağır basacak�.

Dediğim gibi bu kitapta önermeler man­tığı felsefi olarak 
iş­len­meyecek. Konuyu matematiksel olarak ele alacağız. Yani 
matematik yapacağız. An­cak matematiğe bu bölümde değil, 

�	 Doğan Özlem, Man­tık, Ara Yayın­cılık 58, Felsefe Dizisi 24, 1981.

�	 Cemal Yıldırım, Man­tık, Doğru Dü­şün­me Yön­te­mi, V Yayın­ları, 1987.

�	 Önermeler man­tığının tarihiyle ilgili olarak şun­ları söylemekle yetineyim : Öner
meler man­tığını ilk ortaya çıkaran G. F. Leibniz’dir (1646-1716, Alman mate
matikçi ve filozof. New­ton’dan bağımsız olarak analizin temellerini atmış­tır.) 
Daha son­ra George Boole (1815-1864, İn­giliz man­tıkçı) konuyu geliş­tirmiş ve 
aşağı yukarı bugün­kü biçimselliğine getirmiş­tir.
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bir son­raki bölümde baş­layacağız. Bu bölümdeki amacımız, 
son­raki bölümlerde matematiksel olarak ele alacağımız konuya 
okurun yumuşak bir giriş yapmasını sağlamak olacak. Bu bölü
mü tam an­layamayan okur telaş­lan­masın ; okumasını sürdürsün 
ve daha son­ra, gerekirse, bu bölüme geri dön­sün. Daha kolay 
an­ladığını görecektir.

“Önerme” sözcüğü doğru ya da yan­lış olabilecek tümce 
an­lamına gelir. Örneğin,

2 + 2 = 4
ve

3 < 1
birer önermedirler. Bu önermelerden birin­cisi doğru, ikin­cisiyse 
yan­lış­tır.

Öte yan­dan
3, 1’den küçük müdür  ?

sorusu bir önerme değildir. Çün­kü bir sorudur. Bir sorunun doğ
ruluğu ya da yan­lış­lığı sözkonusu olamaz. Soru değil, sorunun 
yanıtı doğru ya da yan­lış olabilir.

“x > 1” tümcesi de bir önerme değildir. Çün­kü bu tümcenin 
doğruluk değeri x’e göre değişir. Öte yan­dan “0 > 1” tümcesi 
(yan­lış) bir önermedir.

“Çabuk buraya gel” tümcesi bir önerme değildir. Çün­kü bu 
tümcenin doğruluğun­dan ya da yan­lış­lığın­dan sözedemeyiz.

“Nasılsın ?”, “Amma da attın haa” gibi tümceler de öner
me değildir.

“Ayşe güzeldir” tümcesinin önerme olup olmadığı tartışı
labilir. Güzellik, çirkin­lik, yakışıklılık, çalış­kan­lık, tembellik, 
iyilik, kötülük gibi kavramlar kişiye ve zamana göre değişebilir. 
Örneğin, kimi ken­disinin olmayan güzele güzel demez !

Kimi zaman bir tümcenin ya doğru ya da yan­lış olduğunu 
bilebiliriz ama o tümcenin doğru mu yoksa yan­lış mı olduğunu 
bilemeyebiliriz. Örneğin, “30 Ağus­tos 1994 günü Türkiye’de 
1467 kuzu doğdu” tümcesi ya doğrudur ya da yan­lış. An­cak 
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bu tümcenin doğruluğunu bilemeyebiliriz. Gene de bu tümce 
bir önermedir. Bir tümcenin önerme olabilmesi için, önemli 
olan o tümcenin “doğru” ya da “yan­lış” değerlerin­den birini 
aldığıdır, han­gi değeri aldığını bilip bilmememiz hiç önemli 
değildir.

Yukarıdaki örneğe ben­zer matematiksel bir örnek verelim. 
Matematikte Gold­bach Sanı­sı diye adlan­dırılan ve bugüne de
ğin kanıtlanamamış bir önerme vardır. Goldbach Sanısı, 4 ve 
4’ten büyük her çift tamsayının iki asalın� toplamı olduğunu 
söyler. Örneğin,
	 4	 =	 2 + 2
	 6	 =	 3 + 3
	 8	 =	 3 + 5
	 10	 =	 3 + 7
	 12	 =	 5 + 7
	 14	 =	 3 + 11

Goldbach Sanısı, adı üs­tün­de, bir sanıdır. Yani doğru mu 
yan­lış mı olduğu bugün bilin­memektedir. Öte yan­dan, Goldbach 
Sanısı ya doğrudur ya da yan­lış. Dolayısıyla, Goldbach Sanısı 
bir önermedir.

“14 Haziran 1994 günü An­kara’ya yağmur yağdı” tümcesi 
bir önerme olarak kabul edilebilir. Tartışılabilir de. An­kara’nın 
neresine, saat kaç­ta yağmur yağdı gibi sorular sorulabilir. Hatta 
yağmurun an­lamı üzerin­de durulabilir. Gökyüzün­den bir damla 
suyun düş­müş olması yağmur yağdığı an­lamına gelir mi ? Eğer 
o an­lama gelirse, o düşen damlanın yağmur sayılabilmesi için 
hacmi ne olmalıdır, en az kaç su molekülün­den oluş­malıdır ? 
Eğer bir tek damla yağmur olarak kabul edilmiyorsa, yağmur 
kaç damladan oluşur ? Örneğin 14 Haziran 1994 günü An­ka
ra’ya (Meş­rutiyet Caddesi’ne) saygıdeğer boyutlarda en az yüz 

�	 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, gibi 1’den ve ken­din­den baş­ka sayıya bölün­meyen 
1’den büyük doğal sayılara asal adı verilir.
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damla yağmur yağdığını biliyorum. Gözlerimle gördüm ! Ama 
daha fazla damla düş­tüğünü söyleyemem. Yüz damla yağmur 
sayılmalı mıdır ?

Görüldüğü gibi gün­lük dilde yazılan tümcelerin önerme 
olduklarını ileri sürmek her zaman pek kolay değildir. Öte yan
dan matematiksel tümcelerin önerme olduklarını söylemek çok 
daha kolay.

Neyse ki bu kitapta bu gibi sorularla uğraş­mayacağız. Her 
şeyden ön­ce bu kitapta, “önerme” sözcüğünü yukardaki an­la
mın­da kullan­mayacağız. “Önerme” sözcüğünü matematiksel 
bir terim olarak tanımlayacağız ve, böylece, neyin önerme olup 
neyin olmadığını kolaylıkla an­layabileceğiz. Ayrıca önermeler 
man­tığı, önermelerin an­lamlarını ve içeriklerini değil, doğruluk 
ve yan­lış­lık açısın­dan birbirleriyle olan iliş­kilerini irdeler. Birkaç 
örnekle bu dediğimi açıklamaya çalışayım.

Birinci Örnek : İlk olarak şu önermeyi ele alalım� :
Gökyü­zü ma­vidir ve Murat ga­ze­te okumakta­dır.

Bu önerme iki küçük önermeden (önermecikten) oluş­muş
tur. İki küçük önerme (“Gökyüzü mavidir” ve “Murat gazete 
okumaktadır” önermeleri) “ve” bağlacıyla birleş­tirilerek daha 
uzun bir önerme elde edilmiş­tir.

Önermemizin doğruluğu-yan­lış­lığı üzerine biraz düşünelim. 
Önermemiz ne zaman doğrudur ? Eğer önermeyi oluş­turan

Gökyü­zü ma­vidir
ve

Murat ga­ze­te okumakta­dır

�	 Artık bu bölümde neyin önerme olup neyin önerme olmadığını tartış­mayacağız. 
İn­ce eleyip sık dokumayacağız. Yoksa işin için­den çıkamayız. Verdiğim örnekleri 
önerme olarak kabul edin. Her birinin tartışılabilir olduğunun ayrımın­dayım. 
Bu kitapta kullanılacak olan “önerme” kavramının matematiksel tanımını iler
deki bölümlerde yapacağız.
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“önermecik”leri doğruysa, önermemiz de doğrudur. Bu iki öner
mecikten biri yan­lış­sa, örneğin Murat gazete okumamaktaysa, 
önermemiz yan­lış­tır (gökyüzü mavi bile olsa.) Önermemiz, ken
disini oluş­turan her iki önermeciği de ileri sürmektedir, yalnızca 
birini değil.

Birin­ci önermeciği, yani “gökyüzü mavidir” önermeciğini, 
p ile simgeleyelim. İkin­ci önermeciği, yani “Murat gazete oku
maktadır” önermeciğini, q ile simgeleyelim. O zaman örnek 
olarak verdiğimiz önerme,

p ve q
olarak yazılabilir. “p ve q” önermesi an­cak ve an­cak hem p hem 
q önermecikleri doğruysa doğrudur. p ve q önermeciklerin­den 
biri yan­lış­sa, “p ve q” önermesi de yan­lış­tır. Görüldüğü gibi, 
irdelememizi p ve q önermeciklerinin an­lamları üzerine değil, 
doğruluk ve yan­lış­lıkları üzerin­de kurduk.

“Ve” bağlacını ∧ olarak simgeleyelim. O zaman “p ve q” 
önermesi kısa olarak

p ∧ q
olarak yazılır. Yukarıdaki tartış­madan ve bu tanımdan şu ortaya 
çıktı : Eğer p ve q önermeciklerinin doğruluk değerlerini biliyor
sak, p ∧ q önermesinin doğruluk değerini bulabiliriz :

p q p ∧ q

yan­lış yan­lış yan­lış

yan­lış doğru yan­lış

doğru yan­lış yan­lış

doğru doğru doğru

Yukarıdaki çizelge şöyle okun­malıdır : Birin­ci satır, hem p 
hem de q’nün yan­lış olduğun­da p ∧ q önermesinin de yan­lış ol
duğunu söylüyor. İkin­ci satır, p yan­lış­sa ama q doğruysa, p ∧ q 
önermesinin yan­lış olduğunu söylüyor.

Bu çizelgeye p ∧ q önermesinin doğ­ru­luk çi­zelgesi adı verilir.



XI. Tte­orem ve Kkanıt

XI.A. GİRİŞ

Bu bölüme gelin­ceye dek birçok ön­sav ve teorem kanıtla
dık. Demek ki okurun “kanıt” ve “teorem” kavramlarını 

aşağı yukarı bildiğini varsaydık. Bu bölümde “kanıt” ve “te
orem” adı verilen iki ye­ni kavram tanımlayacağız. Daha ön­ce 
kullan­dığımız “kanıt” ve “teorem” kavramlarıyla birazdan ta
nımlayacağız “kanıt” ve “teorem” kavramları arasın­da önemli 
ayrımlar olacak.

Geçen bölümlerde verdiğimiz kanıtlar pek biçimsel değiller
di. Daha çok okurun sağduyusuna ve sezgisine ses­leniyorlardı. 
Oysa birazdan tanımlayacağımız “kanıt” kavramı tam an­lamıy
la biçimsel ve matematiksel olacak. Öylesine biçimsel olacak ki, 
dileyen okur neyin kanıt olup neyin olmadığını an­lamak için 
bir bilgisayar yazılımı (programı) yapabilecek. Bu, daha ön­ce 
kullan­dığımız “kanıt” kavramıyla birazdan tanımlayacağımız 
“kanıt” kavramı arasın­daki birin­ci ayrımdır.

İkin­ci ayrım şu : Geçen bölümlerin teorem ve kanıtlarını 
Türkçe yazdık, yani gün­lük dili kullan­dık. Oysa birazdan ta
nımlayacağımız “teorem”ler, 3’ün­cü bölümde biçimsel olarak 
tanımladığımız önermeler olacaklar, yani önermeler man­tığının 
alfabesin­de yazılmış sözcükler olacaklar. Örneğin, p herhan­gi 
bir önermeyse, p ∨ ¬p önermesinin - birazdan tanımlayacağı
mız an­lamda - bir teorem olduğunu göreceğiz. Bu bölümde 
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tanımlayacağımız “kanıt” kavramı da matematiksel bir nes­ne 
olacak : Kanıtı bir takım kesin kurallara uyan son­lu bir önerme
ler dizisi olarak tanımlayacağız.

Geçen bölümlerde kullan­dığımız kavramlarla birazdan ta
nımlayacağımız kavramlar arasın­da bir ayrım yapmamız belki 
daha doğru olur. Böylece okur daha kitabın başın­dan beri 
kullanılan “kanıt” ve “teorem” kavramlarıyla birazdan tanım
lanacak olan “kanıt” ve “teorem” kavramlarını birbirin­den 
kolaylıkla ayırabilir. Bu neden­den, birazdan tanımlayacağım 
“kanıt” ve “teorem” kavramlarına “kkanıt” ve “tteorem” 
adını vermek aklıma geldi�. Örneğin, şöyle bir teorem yaza
biliriz :

Te­orem XI.1. p her­han­gi bir öner­meyse, p ∨ ¬p bir tte­o­
remdir.

Yukarıda kullan­dığımız ve koyu harfle yazdığımız birin­ci “te
orem” terimi, sezgisel olarak bildiğimiz (ya da bildiğimizi san­dı
ğımız) “teorem” kavramıdır. İkin­ci “tteorem” terimiyse birazdan 
tanımlayacağımız an­lamda kullanılmış­tır. Her teorem gibi bu te
oremin de bir kanıtı olacak. Bu kanıt şöyle baş­layacak :

“Kanıt : p ∨ ¬p önermesinin bir tteorem olduğunu kanıtla
mak için, bu önermeyi kkanıtlayan bir kkanıt bulmalıyız. İş­te 
p ∨ ¬p önermesinin kkanıtı : ...”

Yukarıda koyu harflerle yazdığımız birin­ci “kanıt” terimi, 
kitabın başın­dan beri kullan­dığımız “kanıt” terimin­den değişik 
değil. İkin­ci “kkanıt” teriminiyse daha henüz tanımlamadık.

XII’nci bölümde de kanıtlayacağımız üzere, tteoremleri
miz her zaman doğru önermeler, yani hepdoğrular olacaklar. 
Bir son­raki XIII’ün­cü bölümde bunun tersinin de doğru ol

�	 “Kkanıt” yerine “önermeler man­tığının kanıtı”, “tteorem” yerine “önermeler 
man­tığının teoremi” terimlerini de kullanabilirdik, ama bu terimler çok uzun.
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duğunu kanıtlayacağız (XIII.1. Teorem) : Her hepdoğru bir 
tteoremdir�.

Matematik, zorun­lu olarak aksiyomatik bir uğraş dalıdır. Aksi
yom, doğruluğu tartış­masız kabul edilen olgu (daha doğrusu öner
me ya da tümce) an­lamına gelir. Matematikçi aksiyomlardam yola 
çıkarak yeni teoremler elde eder. Nasıl yoktan bir şey var edemez
sek, doğruluğunu kabul ettiğimiz tümceler olmadan yeni “doğru” 
tümceler (yani teoremler) elde edemeyiz, yeni bir teorem elde etmek 
için mutlaka bazı olguları doğru kabul etmeliyiz. Sonuç : Matema
tik yapmak için aksiyomlara ihtiyacımız vardır. Aksiyomlar olma
dan, yani dayanak noktası olmadan yeni teoremler elde edemeyiz.

Aksiyomlardan nasıl teorem elde edilir (üretilir) ? Her şeyden 
ön­ce -teoremin tanımı gereği- aksiyomların ken­dileri teoremdirler. 
Matematikçi bu aksiyomların birkaçın­dan, belli kurallara uyarak, 
teorem adını verdiği yeni teoremler elde eder. Matematikçinin te
orem elde etmek için kullan­dığı kurallara çı­karım ku­ralları denir. 
yaygın matematikte en çok (ve as­lın­da tek) kullanılan çıkarım 
kuralı modus ponens adı verilen şu kuraldır :

Eğer “p” ve “p ise q” tümce­le­ri birer te­oremse, 
“q” tümce­si de bir te­oremdir.

Aşağıda da aynen bu yön­temi izleyeceğiz, tek farkla ki “te
orem” yerine “tteorem” terimini kullanacağız. Ön­ce aksiyom
larımızı tanıtacağız. Son­ra tteorem kavramını tanımlayacağız. 
Tteorem kavramının tanımının ken­disin­den çıkarım kuralımızın 
ve kkanıt kavramımızın ne olması gerektiği an­laşılacak.

Bu giriş­ten son­ra artık matematiğe geçebiliriz.

XI.B. TANIMLAR
Sırayla aksiyomları, tteorem kavramını, kkanıt kavramını 

tanımlayacağız.

�	 Her zaman doğru olan bir önermenin kanıtlanabilmesini is­teriz elbet. Bu is­te
ğimiz gerçekleşecek.
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