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1. Sezgisel Anlamda Kiime

Bu ilk bolimde bir kiimenin ne anlama geldigini sezgisel
olarak anlamaya calisacagiz. Bunu yaparken, dogal sayilari,
hatta diger sayilar1 da bildigimizi varsayacagiz, yoksa hi¢ or-
nek veremezdik. Dogal sayilari ve diger sayilari matematiksel
olarak Sayilarin Insas: adl bir baska kitabimizda insa ede-
cegiz. Ama bu kitapta tanimlanan kavramlara matematiksel
ornek verebilmek i¢in en azindan dogal sayilara ihtiyacimiz
olacak ve dogal sayilar1 hi¢ ¢cekinmeden kullanacagiz.

Kﬁmenin sezgisel anlamini verelim: Bir kiime, adina oge ya
da eleman dedigimiz bazi nesneleri igeren bir topluluktur.

Ornegin, iilkeler bir kiime olustururlar, bir iilkenin sehirleri bir

kiime olusturur, bir sehrin okullar1 bir kiime olusturur, bir oku-
lun siniflar1 bir kiime olusturur, bir sinifin 6grencileri bir kiime
olusturur. Aligveris listesi de (sirali) bir kiime olarak gorulebilir.
Her iilke, iilkeler kiimesinin bir elemanidir. Ulkeler kiime-
sini U harfiyle, Tiirkiye’yi de T harfiyle gosterirsek, T’nin U
kiimesinin bir elemani oldugunu,
TeU
yazilimiyla gosteririz. Eger Ankara’y: A ile simgelersek, Ankara
bir iilke olmadigindan, A, U’niin bir eleman1 degildir. Bunu da,
AegU
olarak gosteririz.
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Matematiksel bir kiimenin elemanlari da matematiksel
nesneler olmalidir. Matematik yerine gunliik hayattan alinan
yukardaki ornekler matematiksel anlamda kiime degildirler.
Ama dogal sayilar kiimesi matematiksel anlamda bir kiimedir
cunki bu kiimenin elemanlar1 0, 1, 2, 3 gibi sayilardir ve (¢ik-
may1 bekleyen Sayilarin Insas: adli kitabimizda gorecegimiz
gibi) bunlar matematiksel nesnelerdir.

Dogal sayilar kiimesi N simgesiyle gosterilir. Ornegin,

SeN,62eN,52¢N,-4¢Nve 2eN
iligkileri dogrudur.

Eleman olarak sadece 2’yi, 3’1, 5’i ve 7’yi iceren kiime

2,3,5,7)
olarak yazilir. {2, 3, 4} bir bagka kiimedir; bu son kiimenin t¢
elemani vardir: 2, 3 ve 4.

Bazen bir kiimenin sonsuz sayida elemani olabilir, dogal sa-
yilar kiimesi 6rnegin sonsuz elemani olan bir kiimedir. O zaman
0,1,2,3, 4, ...
gibi bir yazilimin kullanildig1 olur. Ug nokta, daha sonra gelecek
elemanlarin neler oldugu akli basinda herkes tarafindan anla-
silacagi anlamina gelir. Bu yaklagim pek matematiksel olmasa

da matematikte ¢ok stk kullanilir. Ornegin,
(0,2,4,6,8, ...
olarak gosterilen kiimenin elemanlarini herkes anlar, belli ki
s0z konusu kume cift sayilar kimesidir.
2,3,5,7,11,13,17, ... )
kiimesinin hangi elemanlari igerdigini anlamayan bu kitabin
kapagini hemen su an kapatabilir!

Yukarda kullandigimiz “{“ ve “}” simgelerine acan ve ka-
patan kiime parantezi adi verilir. Kime parantezleri arasina
ayni elemani elli defa yazmak, o kiimede o elemandan elli tane
var anlamina gelmez! Bir elemandan bir kiimede ancak tek bir
tane olabilir... Ornegin,



1. Sezgisel Anlamda Kiime 15

{a, a, a}
kiimesinin bir tek elemani vardir, o da a’dir.

{a, b} kimesinin en az bir, en fazla 2 elemani vardir; eger
a=>bise1,a#bise 2 eleman vardir.

{a, b} ile {b, a} yazilimlar1 arasinda matematiksel anlamda bir
fark yoktur, ikisi de ayni kiimeyi simgeler, ¢iinki her iki kiime-
nin de ayni elemanlari vardir: a ve b. Genel olarak, ayni eleman-
lar1 olan iki kiimenin birbirine esit oldugu kabul edilir. Ornegin,

{a, a, b} = {a, b},
{a, a, a} = {a, a}.

Ayni elemanlara sahip iki kiimenin birbirine esit oldugu-
nu, ya kanitlanamayacak, dogru kabul edilmesi gereken bir
onerme, yani bir aksiyom olarak kabul etmeliyiz ya da “kiime
esitligi”nin bir tanimi olarak. Biz birincisini sececegiz:

Kiime Esitligi Aksiyomu: Ayni elemanlar: olan
iki kiime birbirine esittir.

Aslinda kiime ve “bir kiimenin elemani olmak” iliskisi de
tanimlanamayan, matematiksel olarak tanimlanmadan kabul
edilmesi gereken kavramlardir. Aksiyomatik kiimeler kuraminda
amag, matematiksel tiim kavramlari, tanimlanmadan kabul edi-
len bu iki kavrama dayandirarak tanimlamak ve tiim teoremleri,
kanitlanmadan dogru kabul edilen onermelere, yani aksiyom-
lara dayandirarak kanitlamaktir. Ama biz burada aksiyomatik
degil, sezgisel kiimeler kurami yapiyoruz ve boyle bir ugrasa
(cok) girmeyecegiz.

Kiime esitligine bir 6rnek daha verelim: Eger

e A, 8den kugik asal sayilar kiimesi,

® B, (x — 2)(x — 3)(x — 5)(x — 7) = 0 denkleminin ¢6ziim
klimesi ve

e C={2,3,5,7}ise
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o zaman A = B = C esitlikleri gegerlidir, ¢linki her ti¢ kiimenin
de ayni elemanlar1 vardir.

Kiimeler, asagidaki sekildeki gibi yumurta ya da patates bi-
¢iminde bir sekille gosterilir. Kiimenin elemanlari yumurtanin
icine yazilir. Kiimenin elemani olmayan nesneler de yumurtanimn
disinda gosterilir. Asagidaki 6rnekte li¢ elemanli

x ={a, b, c}
kiimesi ¢izilmis. d ¢ x oldugundan, d, yumurtanin disinda kaliyor.

X

de

x = {a, b, ¢} kiimesi
Kimi zaman bir kiimenin elemanlar1 da kume olabilirler.
Ornegin
{{0, 3, 5}, {0, 2}}
ktmesinin {0, 3, 5} ve {0, 2} olmak tizere iki elemani vardir ve
her iki eleman da bir kiimedir. Kiime olan bu elemanlarin da
elemanlar1 vardir. Bu kiimeyi ve elemanlarini asagidaki sekil-
deki gibi gosterebiliriz.

En yukarda elemanlari {0, 3, 5} ve {0, 2} ktimeleri olan iki elemanli kiime
gortuliiyor. Bu kiimeyi griye boyadik. Bu kiimede {0, 3, 5} ve {0, 2} kiimeleri
birer nokta olarak, yani birer eleman olarak gosterilmis. Altta ise, {0, 3, 5}
ve {0, 2} kiimeleri kime olarak gosterilmis.

Kiimenin elemanlarini kiimenin ¢ocuklari olarak disiinecek

olursak, kiimenin elemanlariin elemanlarini kiimenin torunlari
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olarak diisinmek gerekir. Elbette bir kiimenin elemanlarinin
elemanlarinin elemanlarindan da s6zedebiliriz.

{0, 3, 5} bir kiimedir, ama bu kiime yukardaki 6rnekte ol-
dugu gibi bir bagka kiimenin elemani olabilir. Demek ki ayni
nesne ayni anda hem kiime hem de eleman olabiliyor.

Bu gibi durumlarda ayni nesneyi ayni sekil tizerinde iki de-
gisik bicimde resmetmekte yarar olabilir:

1) Eleman olarak, yani bir nokta olarak,

2) Kiime olarak, yani yumurta bi¢iminde bir sekille.

Yukaridaki 6rnekten ¢ok daha karmasik durumlar olabilir.
Sozgelimi {{{{0}}}} kiimesinin tek bir elemani vardir, o da {{{0}}}
ktmesidir. {{{0}}} kimesinin de bir tek eleman1 vardir, o da {{0}}
ktmesidir. {{0}} kiimesinin de bir tek elemani vardir, o da {0}
kumesidir. {0} kiimesinin de bir tek elemani vardir, o da 0’dir.
Bu Ornegimiz asagida resmedilmi§tir

Daha karmasik durumlar olabilir. Su 6rnegi ele alalim:
= {{0, 2}, {2, 3, 4}, 2, 3}
olsun. Bu klimeyi ve elemanlarini asagidaki sekilde resmettik.

X

a7
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Daha daha tuhaf durumlar olabilir. S6zgelimi 6yle bir x ki-
mesi olabilir ki x’in bir tek elemani vardir ve bu eleman gene
x’tir... Yani x = {x} olabilir. O zaman

XEXEXE ...
olur. Biz “olabilir” dedik diye olacak degil ama boyle bir durum
gene de olabilir, olmamas: icin simdilik gortintirde bir neden
yok, hayal etmesi olduk¢a zor bir durum olsa bile...

Ote yandan bir kiimenin kendi kendisinin eleman: olmasi
aksiyomatik kiimeler kuraminda bir aksiyomla yasaklanmugtir.
Bu kitapta kiimeler kuraminin aksiyomlariyla ugrasmadigimiz
icin bu tir hastalikli durumlari reddetmiyoruz. Ayni yasaklama
ayni nedenden asagidaki ornekler icin de gegerlidir.

Soyle bir durum da olabilir:

x = {y}vey = {x}.
Ozamanx € y € x € y € ... olur.
Ya da soyle bir durum olabilir:

x = {yh, y = {z} ve 2 = {x}.

Iste bu ii¢ durumun resimleri:
v
X
----*
x y x P
o y
X eXx

xeyveyex xXe€ezgzEYVEYyEX

Yukardaki sekilde resmedilen durumlar, burada aciklamasi
imkansiz ve hatta gereksiz olan bir nedenden kiimeler kuramin-
da (Temellendirme Aksiyomu adi verilen bir aksiyomla, bkz
sayfa 315) yasaklanir. Ama simdilik bu durumlarin olamaya-
cagini diiginmemiz i¢in bir neden yok, hatta olabilecegini du-
stinmek, sezgiyle matematiksel bilgiyi ayirdedebilmek agisindan
yararl bile olabilir.
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Alistirmalar

1. {{1, 2, {1, {2}}}} kiimesinin ka¢ eleman1 vardir?

2.A={1,2,3,4, 5}ise {xy:x € A,y € A} kiimesini, yani
A’daki sayilarin gene A’daki sayilarla ¢carpilmasiyla elde edilen sa-
yilar1 iceren ve bagka da bir eleman icermeyen kiimeyi bulun.

3. Eger {{x}, {x, y}} = {{z}, {2, t}} ise x = 2z ve y = ¢ esitlikle-
rini kanitlayin.

4. Eger {x, {x, v}} = {2, {z, t}} ise, x = 2 ve y = t olmak zo-
runda midir?

5. Bir ders kitabinda “sinifimizin giizel kizlar1”n1 eleman
olarak iceren bir kiimeden sozediliyordu. Neden boyle bir kii-
me (ne matematikte, ne sosyolojide, ne de herhangi bir bilimsel
dalda) olamaz?

6. x € x iliskisini saglayan bir x kiimesinin varhginin kabul
edilebilir olup olmadigi konusunda arkadaslarinizla felsefi bir
tartigmaya girin. Matematiksel olarak kimsenin hakli ¢ikama-
yacagini bilerek...

lIkokul Kitaplarinda Yaygin Bir inang

Bircok ilkokul matematik kitabinda su tip sorular gori-
lur: “Asagidaki kiimede kag eleman vardir?”

© @
&

Dogru yanit kitaba gore 3’tiir. Oysa ¢ elma da tipatip
aynt oldugundan dogru yanit 1 olmalidir.




4. Fonksiyon

Fonksiyon kavraminin matematigin en 6nemli kavramla-
rindan biri oldugunu séylemek fonksiyon kavramina bi-
yuk haksizlik olur. Fonksiyon kavrami, matematigin en 6nemli
kavramlarindan biri degil, matematigin en 6nemli kavramidir.
Kime kavrami hari¢, o da belki... Bilimin b’sinin girdigi her
yerde fonksiyona rastlanir.

Herhalde asagidakine benzer sekilleri egitim hayatiniz bo-
yunca sik sik gormusgsunuzdur.

Bir fonksiyon resmi

Soldaki yumurta bir kiimedir. Sagdaki domates de... Icindeki
noktalar kiimelerin elemanlaridir. Soldaki yumurtanin her ele-
mani sagdaki domatesin bir elemanina bir okla “gonderilmistir”.

Burada, X kiimesinden Y kiimesine giden bir f fonksiyonu
sekledilmistir. Sol taraftaki X kiimesinin dort elemani vardir: a,
b, ¢ ve d. Cogu zaman acik¢a sOylenmez ama bu elemanlarin
birbirinden degisik olduklari varsayilir. Sag taraftaki kiimeninse
bes elemani vardir: 1, 2, 3, 4, 5.

f, sol taraftaki kiimenin her elemanini sag taraftaki kiimenin
bir elemanina gonderen bir “kural”dir. Ornegin X kiimesinin
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a ve b elemanlar1 f kural geregince Y’nin 1 elemanina gider-
ler. Bu,

fla) = fb) = 1
olarak gosterilir. Aynmi bicimde, f(c) = 4 ve f(d) = 5 yazilir.

Y’nin 2 ve 3 elemanlarina X’ten hi¢bir eleman gitmiyor. Bu
hi¢ sorun edilmez. X’ten Y’ye giden bir fonksiyon Y’nin her
elemanina dokunmak zorunda degildir.

Bu ilk 6rnekte de oldugu gibi, X’in iki ayr1 elemani (a ve b
elemanlar1) Y’nin ayni elemanina (1 elemanina) gidebilir. Hat-
ta X kiimesinin bttiin elemanlar1 Y kiimesinin ayni elemanina
gidebilir. Bu tir fonksiyonlara sabit fonksiyon denir.

X—Y

Sabit 3 fonksiyonu

X kiimesinden Y kiimesine giden bir fonksiyonda 6nemli
olan, X’in her elemaninin, tanimlanan kural geregince, Y’nin
tek bir elemanina gonderilmesidir.

Ornegin asagidaki sekildeki kural bir fonksiyon tanimla-
maz. Cunkt burada X kimesinin a eleman1 Y kimesinin iki
ayri elemanina (1’e ve 3’e) gonderilmekte. Fonksiyonun tanimi
bunu yasaklar.

Bir monksiyon

Dileyen, yukardaki sekildeki “sey”e baska bir ad bulabilir,
ornegin “cok degerli fonksiyon” ya da “monksiyon” gibi. Ama
bu “sey” kesinlikle bir fonksiyon degildir.
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